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En esta contribucion, Miguel Angel Muiioz y colaboradores nos introducen en el problema del
diserio de redes (grafos) que son optimas para la funcion para que se las disefia. En particular, para
la maximizacion de la sincronizacion de la dinamica de los nodos o para la minimizacion del tiem-
po de una caminante aleatorio a cualquier punto de la red, por ejemplo. El problema de encontrar
dichas redes es computacionalmente complejo (NP-dificil) y, aunque se conocen algunas soluciones
explicitas para un numero de nodos bajo, los autores recurren a un algoritmo basado en "simulacion
de templado” para obtener dichas soluciones. El resultado son las llamadas "redes enmarariadas”,
en las que se favorece una estructura homogénea carente de nodos centrales. Sin embargo, las redes
enmaraniadas no son escalables, razon por la cual es dificil encontrarlas en la naturaleza donde los
simples mecanismos evolutivos o dinamicos de crecimiento de redes predominan frente a las gran-
des reestructuraciones topologicas necesarias para llegar a una estructura de red enmarariada. Aun
asi, algunas ecosistemas se organizan con este tipo de arquitectura enmaranada, lo que puede ser
un indicio de otro tipo de dinamica o evolucion de los mismos.
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Redes optimas

Imagine el lector que se le encomienda disefiar una red.
Pensemos, por ejemplo, en una red de ordenadores conec-
tados entre si, o una red de estaciones eléctricas, una red de
aeropuertos y lineas aéreas conectandolos, una red neuronal
artificial, o cualquier otro ejemplo similar [1]. Supongamos
también que para hacerlo disponemos de un numero dado
de nodos (ordenadores, estaciones eléctricas, aeropuertos,
neuronas,...) y de conexiones o enlaces entre ellos (cables de
conexion, lineas aéreas, dendritas,...) y que se desea que la
red resultante desempefie de manera dptima la funcion para la
que se disefia (trafico eficiente y rapido de paquetes de infor-
macion entre ordenadores, conexion rapida y robusta de flujo
eléctrico, rapidez de conexion y pocos cambios de aeropuerto
para viajar entre dos ciudades cualesquiera, 0 maxima capa-
cidad de memoria de la red neuronal). ;Como deberiamos
conectar los nodos entre si usando los enlaces disponibles
para resolver de forma dptima estos problemas?.

Para ser un poco mas especificos, vamos a discutir un
problemas particular de esta tipo: el disefio de redes, por
ejemplo, neuronales, de modo que posean propiedades de
sincronizacion 6ptimas. Una red de neuronas viene especifi-
cada tanto por la topologia con que se unen sus nodos y enla-
ces como por el conjunto de osciladores (neuronas) ubicadas
en cada uno de los nodos de la red que evolucionan siguien-
do una cierta dindmica. Para conseguir que la red neuronal
pueda actuar como un todo es necesario que las neuronas
individuales puedan sincronizar sus estados individuales y
asi se pueda alcanzar un estado coherente o sincronizado
de toda la red [2]. Puesto que la dinamica de cada neurona
depende de todas las neuronas vecinas conectadas con ella,
la topologia de la red condicionara fuertemente las propieda-
des dinamicas globales en general y la sincronizabilidad en
particular. La red de células del miocardio es otro ejemplo
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bien conocido donde se requiere una respuesta sincronizada
para conseguir un buen funcionamiento, mientras que la
desincronizacion (fibrilacion) lleva a comportamientos an6-
malos o patolégicos.

El problema de la sincronizacion en redes de osciladores
ha generado un enorme interés en los ultimos afios y se han
publicado decenas de articulos para aclarar cuales son las
topologias ideales para conseguir sincronizacion de la forma
mas eficiente y robusta posible. Es obvio, por ejemplo, que
la red Optima a tal efecto debe necesariamente ser conexa,
ya que si no lo es no hay modo de comunicar las partes
disjuntas que por tanto son no-sincronizables. ;Pero como
debe ser dispuesta la marafia de conexiones entre nodos para
maximizar la sincronizabilidad? [2].

Para finalizar, otro problema relacionado con el de la sin-
cronizacion es el del disefio de redes tales que un caminante
moviéndose aleatoriamente de un nodo a otro a través de los
enlaces pueda alcanzar en un tiempo minimo (6ptimo) cual-
quier punto de la red. Esta situacion abstracta es de relevan-
cia concreta al crear redes de ordenadores o en muchos otros
problemas de ciencia computacional en los que paquetes de
informacién viajan por la red.

En este articulo ilustraremos como, en muchos problemas
de optimizacion del estilo de los que acabamos de exponer,
la solucion al problema viene dada por redes con topologias
muy similares entre si, que comparten rasgos genéricos.
Obviamente, para cada nimero de nodos y cada numero de
enlaces entre ellos, la solucién Optima serd distinta, pero en
cualquier caso la arquitectura resultante sigue unos mismos
principios universales, como vamos a tratar de ilustrar.

Por simplicidad en la presentacion, en lo sucesivo nos
referiremos exclusivamente a redes "sin pesos”, esto es,
redes en las que todos los enlaces son simétricos y tienen
la misma importancia o peso relativo. Notese que esta res-
triccion no tiene por qué darse en redes reales, donde puede
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haber, por poner un ejemplo, lineas aéreas con mucho mayor
trafico aéreo que otras, o estaciones eléctricas conectadas
asimétricamente. En cualquier caso, todos los conceptos
discutidos en lo que sigue son facilmente extensibles a redes
asimétricas o con pesos; los resultados en dichos casos pue-
den ser distintos de los obtenidos aqui [2].

Como veremos, en unos pocos casos particulares es
posible encontrar un solucién matematica precisa utilizando
elementos avanzados de teoria de grupos y otras técnicas
que no discutiremos aqui. Ilustraremos que, en general, el
uso del ordenador permite generar explicitamente soluciones
optimas, 0 muy cercanas a la 6ptima, mediante el uso de
técnicas sencillas de "simulated annealing” ("simulacion de
templado"). Finalmente, analizaremos la arquitectura de las
topologias optimas y discutiremos su relevancia tanto en la
Naturaleza como en redes artificiales.

Un poco de teoria espectral de redes

Para poder tratar los problemas planteados de manera
sistematica necesitamos introducir un formalismo matemati-
co, que serd el de la matriz Laplaciana. Consideremos una
red con N nodos, L enlaces y sin autobucles (no hay enlaces
conectando un nodo consigo mismo). La matriz Laplaciana
vale -1 en las posiciones (i,j) tales que los nodos i y j estan
conectados, 0 en el caso contrario, mientras que, para i = j,
esto es, en la diagonal principal, el valor del elemento de
matriz viene dado por la conectividad, k;, o numero de
enlaces de conectan el nodo i con los restantes. Esta matriz
es simétrica (por serlo las conexiones que estamos conside-
rando) y contiene toda la informacion sobre la topologia de
la red. Se pueden definir otras matrices analogas, como la
matriz de adyacencia o la matriz Laplaciana normalizada,
pero aqui no las discutiremos.

Cualquiera que esté familiarizado con conceptos basi-
cos de algebra lineal podria tener la idea de diagonalizar la
matriz, y analizar el significado de los N autovalores, 4;, y
sus correspondientes autovectores. La matriz Laplaciana y el
analisis de sus componentes es la base de la teoria espectral
de grafos, que constituye la fundamentacion matematica de
cuanto diremos aqui [3].

En primer lugar, es facil convencerse de que, dado que
todas las lineas y todas las columnas suman cero, 4; = 0
es siempre un autovalor y su autovector asociado es tri-
vial (1,1,...1). De hecho, es sencillo demostrar que 4; es el
autovalor mas bajo y que, ordenando los autovalores (todos
ellos reales por ser la matriz simétrica) de menor a mayor,
se puede escribir:

O:ilflzf...flbv

El primer autovalor no trivial que corresponde al primer
"modo de vibracién" no trivial, 4,, al que se suele llamar
salto espectral, es el que controla muchas de las propiedades
topologicas mas evidentes de la red.

Un ejemplo sencillo ilustra las propiedades topoldgicas
codificadas en 4, (los lectores que prefieran eludir los desa-
rrollos algebraicos que siguen, pueden saltar directamente al
ultimo parrafo de esta seccion).

Consideremos una red con dos comunidades de nodos
altamente conectados dentro de cada una de las comunida-
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des, pero pobremente conectadas entre si. En casos como
éste, en los que "cortando" relativamente pocos enlaces se
puede separar la red en dos partes disjuntas, vamos a mostrar
que 4, es pequeilo, y su autovector asociado tiene compo-
nentes casi constantes en cada una de las dos comunidades.
En efecto, nétese que, si las dos comunidades fuesen per-
fectamente disjuntas, el autovalor cero seria dos veces dege-
nerado pues es el autovalor trivial para cada una de las dos
submatrices y, por continuidad, si éstas son cuasi-disjuntas,
A, tiene que ser necesariamente proximo a cero. Coémo el
autovector asociado debe ser ortogonal al (1,1,..1), éste toma
valores positivos en uno de los dos subgrafos y negativos
en el otro, de modo que su suma sea cero. De hecho, ésta
es la base tedrica de uno de los métodos mas utilizados ara
biseccionar redes. Por el contrario, redes con salto espectral
grande (4, > 0) son redes intrincadas en las que no resulta
sencillo separar dos componentes cortando pocos enlaces.
Redes con alto salto espectral se denominan también buenos
"expansores", en el sentido de que cualquier subdivision del
grafo en dos subgrafos tiene muchos enlaces entre ambas,
o lo que es lo mismo, cualquier sub-grafo "se expande" por
todo el grafo.

En una serie de articulos pioneros, Pecora y colabora-
dores [2] demostraron analiticamente (mediante un sencillo
calculo de linealizacion) que una red es mdas facilmente
sincronizable (en el sentido de que el estado sincronizado
es mas robusto) cuanto mas grande es el 4, asociado (no
discutimos aqui otras dependencias mas débiles). Por lo
tanto, el problema de la sincronizabilidad maxima puede ser
traducido en el de disefiar redes con el mayor salto espectral
posible.

Por otra parte, estudiando el problema de caminantes
aleatorios que se mueven saltando entre los nodos conecta-
dos entre si en una red (que, como se dijo en la introduccion,
es un modelo elemental del problema del transporte aleatorio
en redes) se puede llegar a la conclusion de que el tiempo
medio de transito entre dos nodos cualesquiera estd domi-
nado también por 4,; a mayor salto espectral menor tiempo
de transito medio. Por tanto, los caminantes aleatorios se
mueven y diseminan de forma mas rdpida y eficaz en redes
con alto salto espectral.

En conclusion (y a modo de resumen de este apartado),
los problemas de optimizaciéon que describimos en la intro-
duccion se pueden traducir al problema genérico de encon-
trar redes con salto espectral, 4,, tan alto como sea posible.

Solucion exacta: el reto matematico

El problema de hallar redes (o familias de redes) con
salto espectral maximo ha sido foco de numerosos estudios
matematicos, que no es nuestra intencioén revisar aqui. A titu-
lo de curiosidad queremos mencionar que las herramientas
matematicas requeridas son complejas, y que parte de ellas
tienen su origen en los trabajos del genial matematico hinda
Srinivasa Ramanujan (figura 1) a principios del siglo XX.
En la mayoria de los estudios matematicos, en lugar de foca-
lizarse en el problema de optimizacion para valores dados
de Ny L, se estudian familias de soluciones, para valores
crecientes de N, y se impone que conforme N tiende a infini-
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to, la familia converja a la soluciéon 6ptima (que en el limite
infinito es explicitamente calculable).

INDJH__P'E?S GE

Figura 1. Sello de correos indio con la imagen de S. Ramanujan.
Véase http://en.wikipedia.org/wiki/Ramanujan.

La solucion al problema son lo que se denomina grafos
o redes de Ramanujan. En general, son muy limitados los
ejemplos en los que se pueden obtener redes de Ramanujan
explicitamente para tamafios de red dados. En la figura 2,
mostramos dos redes de Ramanujan construidas explici-
tamente usando técnicas desarrolladas recientemente por
Lubotzky, Margulis y otros [3, 4] para N =24 y L = 36
lo que corresponde a una conectividad media por nodo de
2L/N = 3) y para N = 120 y L = 240 (conectividad media,
4). Notese el aspecto altamente entrelazado y homogéneo de
ambas redes; todos los nodos tienen la misma conectividad
(3 y 4 respectivamente) y en gran medida son indistinguibles
entre si: todas las propiedades topoldgicas que se pueden
medir desde un nodo coinciden para todos los nodos.

Desafortunadamente, para valores arbitrarios de numero
de nodos y enlaces no se sabe como construir grafos ana-
logos. Otro inconveniente de este tipo de construcciones
matematicas es que se tiene garantizado que en el limite en
que N se aproxima a infinito convergen a la soluciéon opti-
ma, pero para cualquier N finito no estd garantizado que no
existan otras redes con un salto espectral mayor. Por tanto,
nuevas estrategias son necesarias para abordar el problema
de optimizacién de redes finitas.

Figura 2. Grafos de Ramanujan con N=24, L =36 y N=120, L =240,
respectivamente.

Solucién numérica: el reto computacional

En una serie de trabajos recientes, hemos desarrollado
una estrategia sencilla que nos permite obtener redes Opti-
mas (o cercanas a la optima) para cualesquiera valores del
nimero de nodos y niimero de enlaces mediante el uso del
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ordenador. La técnica computacional es conceptualmente
simple y relativamente facil de implementar.

Se toma como punto de partida, una red cualquiera con
el numero de nodos y enlaces que se desee y se construye
a continuacion su matriz Laplaciana. Esta se diagonaliza
usando alguno de los muchos y bien conocidos algoritmos
que existen a tal efecto (como el de Lanczos) y se calculan
sus autovalores (de hecho, basta con calcular 4,).

A partir de este punto de partida implementamos un algo-
ritmo de "simulated annealing” ("simulacion de templado™).
Este tipo de técnica computacional estd inspirada en el pro-
ceso metaltrgico de templado (annealing) que permite obte-
ner aleaciones de gran dureza y resistencia. En metalurgia, la
idea es calentar y enfriar sucesivamente el materia; enfriando
se consigue relajar el sistema hacia un minimo de energia,
mientras que mediante el calentamiento se permite al siste-
ma escapar de minimos locales de energia para "explorar"
nuevas regiones y finalmente localizar el minimo absoluto
para el que el material debe tener las mejores propiedades y
ausencia de defectos.

En nuestro caso, el autovalor 4, (0, mejor dicho, su inver-
sa) juega el papel de la energia, que debe ser optimizado.
La "temperatura" se traduce en el simulated-annealing en
la probabilidad de saltar entre dos configuraciones posibles
del sistema. A mayor temperatura, mayor probabilidad de
cambiar de estado.

Se procede del siguiente modo: se elige un enlace de
la red inicial al azar y se sustituye por otro que conecte
dos nodos elegidos también de modo aleatorio. La unica
restriccion es que los dos nodos no estuviesen previamente
conectados. Se calcula el salto espectral de la nueva matriz
Laplaciana asociada a la red modificada, y se acepta el cam-
bio con una cierta probabilidad que depende de un parametro
que llamamos temperatura, asi como del incremento o decre-
mento del salto espectral. Para temperaturas altas cualquier
cambio es tipicamente aceptado (casi) independientemente
de la variacion del salto espectral mientras que, conforme
se reduce la temperatura, s6lo cambios que resulten en un
aumento del salto espectral son aceptados (algoritmo muy
similar al de Metrépolis).

De este modo, disminuyendo progresivamente la tempe-
ratura e iterando el algoritmo, el sistema va aceptando con
mayor probabilidad modificaciones de la red que aumenten
el salto espectral y asi converge progresivamente hacia una
configuracion con el maximo valor posible del salto espec-
tral: la topologia optima.

Una vez implementado este algoritmo en el ordenador,
hemos verificado extensivamente que, dados N y L, par-
tiendo de distintas condiciones iniciales (esto es, redes ini-
ciales con distintas topologias: aleatorias, redes de pequefio
mundo, redes sin escala, etc) siempre se acaba convergiendo
a redes Optimas muy similares o idénticas. En particular, si
el nimero de nodos es relativamente pequeiio (por debajo
de 30, aproximadamente) se encuentra sistematicamente una
unica solucion 6ptima. Sin embargo, para redes mayores,
en lugar de una solucién tUnica, se encuentra un conjunto
o colectividad de soluciones con valores del salto espectral
muy similares pero no idénticos. Es importante precisar
que, en estos casos, el algoritmo puede quedar atrapado en
configuraciones que no corresponden al verdadero valor
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maximo del salto espectral, pero que son mdximos relati-
vos, estables respecto a los pequefios cambios de enlaces
que emplea nuestro algoritmo, pero que no corresponden al
maximo absoluto. Es por tanto necesario iterar el algoritmo
partiendo de distintas condiciones iniciales y con distintos
numeros aleatorios, para poder seleccionar de entre todos
los resultados obtenidos el maximo absoluto. En cualquier
caso, dado el altisimo nimero de configuraciones posibles
para grandes N, es practicamente imposible explorarlas todas
y garantizar que se ha encontrado la solucion 6ptima (es lo
que en Teoria de Complejidad Computacional se llama un
problema NP-dificil). Si se desea tener mas confianza en los
resultados obtenidos para N grandes, es necesario ejecutar
las simulaciones durante tiempos cada vez mayores y con
mayor nimero de realizaciones pero, en cualquier caso, el
algoritmo conduce a excelentes resultados.

Figura 3. Redes enmarafiadas con N = 10 (L = 15), N =24 (L = 36)
y N =50 (L = 100) respectivamente. El primero coincide con el grafo
jaula (3,5) o grafo de Petersen. El central coincide con el grafo jaula
(3,7) o grafo de McGee.

.Qué aspecto tienen las redes optimas?

En la figura 3 mostramos algunas de las redes Optimas
que emergen del proceso de optimizacién para N = 10,
N =24y N =50, con una conectividad promedio 3 en los
dos primeros casos y 4 en el ultimo. Noétese que el grafo
obtenido para N =24 y L = 36 tiene un salto espectral mayor
que el grafo de Ramanujan mostrado en la figura 2 para los
mismos parametros, con lo que el método computacional da
mejores resultados que los métodos analiticos (que generan
excelentes resultados s6lo para valores de N suficientemente
grandes; optimos s6lo en el limite N — ).

Curiosamente, las redes optimas con N=10 y N=24 son
bien conocidas en teoria de grafos. Ambas son lo que se
denomina grafos jaula ("cage graphs") [5]. Un grafo jaula
(k,g) es el grafo mas pequeio posible en el que todos los
nodos tienen la misma conectividad k (grafo regular) y en
el que el bucle mas corto tiene longitud g. Asi, el grafo
de Petersen no es otra cosa que el grafo jaula (3,5) y el
de McGee es un jaula (3,7). Siguiendo con la exploracion
de esta correspondencia, encontramos que el jaula (3,6),
denominado grafo de Heawood en la literatura matemati-
ca, coincide con el resultado de nuestra optimizacion para
N = 14 (no mostrado). Para tamafios como N = 12 6 16 no
existe ningun grafo jaula, mientras que nuestra optimiza-
cién genera los grafos mostrados en la figura 4, que son
una especie de interpolacion entre distintos grafos jaula. El
paralelismo con los grafos jaula es una indicaciéon de que
en el proceso de optimizacion se tiende a eliminar bucles
cortos, para evitar "desperdiciar" enlaces en conexiones
redundantes.
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(Qué propiedades topologicas tienen las redes Optimas?
Mediante estudios exhaustivos se ha verificado que, en el
proceso de optimizacion [4]:

+ las redes se hacen lo mas regulares que sea posible: todos
los nodos tienden a tener la misma conectividad, siempre
y cuando ello sea compatible con los valores fijados de N
y L. En caso contrario (esto es, si 2L no es divisible entre
N) aparecen leves heterogeneidades.

- el tamafio de los bucles aumenta progresivamente: los
bucles cortos, como triangulos, son sistematicamente
eliminados.

« todas las propiedades topoldgicas medidas desde cada
nodo, como la distancia media al resto de los nodos,
centralidad, o cualquier otra, tienden a estar tan homo-
géneamente distribuidas como sea posible de modo que
los nodos sean topologicamente indistinguibles o casi
indistinguibles.

Figura 4. Redes enmarafiadas con N=12 (L = 18) y N=16 (L =24)
respectivamente.

Asi pues, las redes Optimas resultan ser redes extremada-
mente homogéneas y entrelazadas (hay que cortar muchos
enlaces para separarlas en dos), en las que los nodos son
(casi) indistinguibles, y en las que no existen cuellos de
botella que ralenticen el trdafico de informacion. La solu-
cién oOptima, que hemos denominado redes enmarafadas
("entangled networks") evita la existencia de nodos centrales
por los que pase un mayor trafico de caminos minimales que
conecten dos nodos dados y, en cambio, favorece al maximo
una estructura altamente democratica y descentralizada, en
la que ningiin nodo es mas preponderante que los demas (no
hay cuellos de botella). Notese que son topologias altamente
no triviales, con fuertes correlaciones y en absoluto sencillas
de predecir a partir de N y L. Consecuencia de ésto es el
hecho de que aun no se dispone de métodos constructivos
para disefiarlas explicitamente sin necesidad de recurrir a
algoritmos computacionales.

;Donde se encuentran redes enmarafiadas?

Un ejemplo de redes enmaranadas en la Naturaleza lo
constituyen ciertas redes ecoldgicas de alimento o redes
troficas ("food webs") descritas recientemente [6] (véase por
ejemplo las redes de Benguela, Coachela. Reef Small, etc).
Los nodos de estas redes son las distintas especies de un
ecosistema dado, y un enlace entre dos especies representa
algun tipo de relacion trofica entre ambas (alguien se come
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a alguien). El aspecto de estas redes (no mostrado aqui) es
enormemente parecido a las obtenidas en este articulo (por
ejemplo, a la figura 3c). Sin embargo, no todas las redes tro-
ficas son redes enmarafiadas, aunque como se ha descrito en
[6] éstas son las mas robustas. La explicacion es sencilla: si
una especie se extinguiese por algin motivo, dado el carac-
ter intrincado y enmarafiado de la red, ésto hard que no se
produzca una extincion en cadena, como podria facilmente
ocurrir si la red tuviese nodos privilegiados y otros nodos
débilmente ligados al resto. La red enmarafiada es la que mas
resistird, sin provocar el colapso del ecosistema, en situacio-
nes adversas en las que distintas especies desaparecen [7].

Donde las topologias enmarafiadas juegan un papel muy
importante es en el mundo de las redes artificiales, como es
el caso de redes tecnoldgicas, de comunicacion, o en apli-
caciones en Ciencias de computacion. Por ejemplo, estas
topologias se utilizan para: construir redes eficientes sin con-
gestion de trafico o para optimizar el problema de bisqueda
en redes [8], para disefiar codigos de correccidon de errores,
algoritmos de "desrandomizacion", o andlisis de algoritmos
en teoria de grupos computacional [3].

Sin embargo, contrariamente a lo que cabria pensar a
priori, son pocas las redes (biologicas, sociales, ecoldgicas,
etc.) con topologia enmarafiada dptima que aparecen en la
Naturaleza. Por el contrario, redes altamente heterogéneas
(como, por ejemplo, las redes libres de escala) aparecen
con ubicuidad en decenas de ejemplos (desde internet, hasta
redes sociales, redes semanticas, o redes de proteinas). ;Cual
es la razén de ésto?. En la actualidad no disponemos de una
respuesta satisfactoria a esta pregunta. Lo que si esta claro es
que, mientras que se conocen distintos mecanismos evoluti-
vos para generar redes libres de escala (como el ya célebre
"los ricos se hacen mas ricos" de Barabasi y Albert [1]), no
conocemos ningun tipo de proceso dindmico o evolutivo
que conduzca a redes enmarafiadas. La Naturaleza parece no
preocuparse por encontrar la solucién dptima, sino que busca
un compromiso entre "buenas propiedades" topoldgicas (salto
espectral alto, aunque no maximo) junto con capacidad de
adaptacion y evolucion, propiedades éstas de las que las redes
enmarafiadas parecen carecer. A modo de ilustracion, notese
que si afladimos algun nuevo nodo o enlace a una red optima,
su topologia puede requerir de fuertes restructuraciones para
volver a ser optima en las nuevas condiciones. Esto dificulta
un proceso evolutivo entre redes Optimas. Sin embargo, como
hemos mencionado anteriormente, algunos ecosistemas se
organizan con este tipo de arquitectura enmaraiada y homo-
génea. ;Como han evolucionado? No tenemos la respuesta
a esta pregunta pero si el deseo de seguir explorando este
apasionante campo de investigacion y de contagiar nuestra
curiosidad.
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